
三平方の定理の証明
このプリントでは，三平方の定理の証明法をいくつかご紹

介します．まず，三平方の定理とは次の定理です：

定理（三平方の定理）

直角三角形の斜辺の 2乗は，他の 2辺の
2乗の和に等しい．
すなわち，右の図において，

a2+ b2 = c2

が成り立つ．
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三平方の定理の証明法は数多く知られています（350種類以
上あると言われていて，今もなお増え続けています！）三平

方の定理は「ピタゴラスの定理」とも呼ばれています．ピタ

ゴラスは古代ギリシャの数学者です．三平方の定理そのもの

は紀元前 1800年頃にはすでに知られていましたが，ピタゴ
ラスはそれを初めて証明しました．ピタゴラスの証明は次の

ようなものであったと考えられています．

【証明１】下の図のように，1辺の長さが a+ bの正方形を 2
通りの方法で分割する．
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このとき，正方形の内部で，4つの直角三角形を除いた部分
の面積は一致するので，

a2+ b2 = c2

を得る．■

上の右側の図を利用すると，次のような，式の展開の計算

による証明が得られます．これは多くの中学数学の教科書で

採用されている方法です．

【証明２】1辺の長さが cの正方形の面積は，1辺の長さが
a+ bの正方形の面積から直角三角形 4つの面積を引いたも
のなので，

c2 = (a+ b)2¡ 1
2
ab£ 4

= a2+2ab+ b2¡ 2ab = a2+ b2

を得る．■

次に紹介するのは，ユークリッドの『原論』に載っている

証明です．ユークリッド（エウクレイデスとも呼ばれてい

る）は紀元前 300年頃アレクサンドリアで活躍した数学者で
す．彼が書いた『原論』は古代ギリシャ数学の集大成とも

いえる書物で，その後の数学研究にも大きな影響を与えま

した．

【証明３】下の図のように，正方形ADEB，正方形GCBF，
正方形HIACをとる．点Cを通りADに平行な直線とABと
の交点を J，DEとの交点をKとする．
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ÇADCとÇABIにおいて，AD = AB，AC = AIかつ，

ÎCAD = ÎCAB+90Ü = ÎIAB

より，2組の辺とその間の角がそれぞれ等しいので，

ÇADC ´ÇABI

である．AD Í CKより，長方形ADKJの面積はÇADCの
面積の 2倍である．AI Í BHより，正方形HIACの面積は
ÇIABの面積の 2倍である．よって，

(長方形ADKJの面積) = (正方形HIACの面積)

である．同様にして，ÇBCE ´ÇBFAより，

(長方形 JKEBの面積) = (正方形GCBFの面積)

も得られる．よって，

(正方形ADEB) = (長方形ADKJ)+ (長方形 JKEB)

= (正方形HIAC)+ (正方形GCBF)

すなわち，c2 = b2+ a2を得る．■

証明３のように，直角三角形の斜辺を 1辺とする正方形の
面積が，直角をはさむ 2辺をそれぞれ 1辺とする正方形の面
積の和と一致することを示せば，三平方の定理が証明できた

ことになります．この考え方を利用し，正方形を上手に分割

して並べ替えることで面積が等しくなることを示す方法を 4
つ紹介します．同様に，正方形を分割して並べ替える証明は，

他にもたくさんの方法が知られています．

【証明４】
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12

3

4

51 2

3

4

5

1



【証明６】
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【証明７】
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次に紹介するのは，12世紀に活躍したインドの数学者バー
スカラによる証明です．

【証明８】下左図のように，直角三角形 4つを並べると，1辺
の長さ cの正方形の内部に 1辺の長さ a¡ bの正方形ができ
る．この図形を下右図のように並べ替えると，1辺の長さが
cの正方形の面積は，1辺の長さがそれぞれ aと bの正方形の
面積の和と等しいと分かる．■
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証明２と同様に，上の左側の図から，計算によって証明す

ることもできます．この方法も中学校の数学の教科書に載っ

ていることが多いです．

【証明９】1辺の長さが cの正方形の面積は，1辺の長さが
a¡ b正方形の面積に直角三角形 4つの面積を加えたものな
ので，

c2 = (a¡ b)2+ 1
2
ab£ 4

= a2¡ 2ab+ b2+2ab = a2+ b2

を得る．■

日本人による証明もあります．次は江戸時代中期に活躍し

た数学者・
たけ

建
べ

部
かた

賢
ひろ

弘による証明です．

【証明１０】下の図のように，1辺の長さが aの正方形と 1辺
の長さが bの正方形を合わせた図形において，2つの直角三
角形1と2を平行移動すると，1辺の長さが cの正方形が得
られる．■
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この証明１０は，証明５と本質的には同じですね．

相似比を利用した証明法もあります．広く知られている方

法で，前に登場したピタゴラスやバースカラも同様の証明を

得ていたとされています．

【証明１１】下の図のように，頂点Cから斜辺ABに下ろした
垂線の足をDとする．
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ÇABCÍÇCBDより，

BC : BD = AB : CB á BD =
a2

c
である．ÇABCÍÇACDより，

AC : AD = AB : AC á AD =
b2

c
である．よって，

c = AB = BD+AD = a
2

c +
b2

c
すなわち，c2 = a2+ b2を得る．■

面積比を利用しても証明できます．これは相対性理論で知

られる物理学者アインシュタインが発見した方法です．

【証明１２】証明１１と同じ図において，

ÇCBDÍÇACDÍÇABC

であり，

相似比a : b : c á 面積比a2 : b2 : c2

である．よって，ÇCBDの面積をS1，ÇACDの面積をS2，

ÇABCの面積を S3とすると，S1，S2，S3は，正の定数 kを

用いて，

S1 = ka2， S2 = kb2， S3 = kc2

と表される．S1+S2 = S3より，ka2+kb2 = kc2であり，両

辺をkで割って，a2+ b2 = c2を得る．■

数学者以外も証明を発見しています．次の証明は「最後の
ばん

晩
さん

餐」や「モナ・リザ」で有名なイタリアの芸術家レオナル

ド・ダ・ヴィンチが与えたものです．
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【証明１３】右の図のように，

直角三角形ABCの外側に，
正方形ADEB，正方形GCBF，
正方形HIACをとる．このと
き，3点 I，C，Fは一直線上
にあり，四角形 IABFと四角
形 IHGFは，直線 IFに関し
て線対称である．AC Í JE，

BC Í JDとなるように点Jを
とると，

四角形CADJ ´四角形 JEBC

が成り立つ．さらに，

IA = CA， AB = AD， BF = DJ，

ÎIAB = ÎCAD， ÎABF = ÎADJ
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より，四角形 IABFを点Aを中心に時計回りに 90Ü回転させ
たものが四角形CADJであると分かる．以上のことから，六
角形 IABFGHと六角形CADJEBの面積は等しい．

ÇABC ´ÇHGC ´ÇEDJ

より，六角形 IABFGHからÇABCとÇHGCを除いた，正
方形HIACと正方形GCBFの面積の和は，六角形CADJEB
からÇABCとÇEDJを除いた，正方形ADEBの面積と等し
い．これは，a2+ b2 = c2を意味する．■

なんと，アメリカ大統領も証明を残しています！次に紹介

するのは，第 20代アメリカ合衆国大統領ガーフィールドに
よる証明です．

【証明１４】下の図のように，直角三角形ABCと合同な直角
三角形BEDを，CDが一直線になるようにとる．このとき，
四角形CAEDはCA Í DEの台形であり，その面積は，

1
2
(a+ b)£ (a+ b) = 1

2
(a2+2ab+ b2) ÝÝ1

である．また，三角形BAEはBA = BEの直角二等辺三角形
であるので，台形CAEDの面積を 3つの直角三角形の面積の
和として求めると，

1
2
ab£ 2+ 1

2
c2 = 1

2
(2ab+ c2) ÝÝ2

である．1 =2より，

1
2
(a2+2ab+ b2) = 1

2
(2ab+ c2)

であり，整理すると，a2+ b2 = c2を得る．■
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証明１４は証明１や証明２を，半分の面積で考えたものに

なっていますね．

続いて，円を用いた証明を 2つご紹介しようと思います．
まずは，内接円を利用するものです：

【証明１５】下の図のように，直角三角形ABCの内接円の中
心を Iとし，接点をD，E，Fとする．
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内接円の半径を rとすると，CD = CE = rより，

c = AB = AF+BF = AE+BD

= (b¡ r)+ (a¡ r) = a+ b¡ 2r

であるので，r = 1
2
(a+ b¡ c)と表される．また，

ÇABC =ÇIBC+ÇICA+ÇIAB

=
1
2
ar+ 1

2
br+ 1

2
cr = 1

2
r(a+ b+ c)

より，
1
2
ab = 1

2
r(a+ b+ c)

が成り立つ．よって，

1
2
ab = 1

2
¢
1
2
(a+ b¡ c) ¢ (a+ b+ c)

=
1
4
f(a+ b)2¡ c2g = 1

2
ab+ 1

4
(a2+ b2¡ c2)

すなわち，a2+ b2 = c2を得る．■

次は外接円に関連する証明です．外接円を直接用いるわけ

ではありませんが，円に内接する四角形に関する定理を 1つ
紹介して，それを用いた証明を行います．もちろん高校以降

で学習する内容を用いた証明も数多く知られています．今後，

新しい図形の性質を学習したら，それを三平方の定理の証明

に活かせないか考えるのも面白いと思います．

定理（トレミーの定理）

円に内接する四角形ABCDにおいて，

AB£CD+BC£DA = AC£BD

が成り立つ．
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【トレミーの定理の証明】

右図のように，円に内接する四角形

ABCDの対角線BD上に，点Eを，
ÎBAE = ÎCADとなるようにと

る．円周角の定理より，ÎABE =

ÎACDも成り立つので，

ÇABEÍÇACD

である．よって，AB : AC = BE : CDより，

AB£CD = AC£BE ÝÝ1

を得る．同様に，ÇAEDÍÇABCより，

BC£DA = AC£ED ÝÝ2

が得られる．1と2を足し合わせて，

AB£CD+BC£DA = AC£BE+AC£ED

= AC£ (BE+ED) = AC£BD

を得る．■

トレミー定理を用いると，次のように簡単に三平方の定理

が証明できてしまいます！
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【証明１６】右の図ように，四角形

DBCAが長方形となるように点D
をとると，ÇABC ´ÇBADであ

る．長方形は円に内接するので，

トレミーの定理が適用できる．

BC£AD+AC£BD = AB£CD

に，BC = AD = a，AC = BD = b，AB = CD = cを代入す

ると，

a£ a+ b£ b = c£ c

すなわち，a2+ b2 = c2を得る．■
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最後に紹介する証明は，2023年にアメリカの女子高生 2人
組ネキヤ・ジャクソンとカルシア・ジョンソンが発見した方

法です．この方法は，ÇABCが直角二等辺三角形のときに

は適用できないので，その場合は別に扱う必要があります．

彼女たちの証明では「三角比」を用います．三角比による証

明は，三角比の基本公式の証明の一部に三平方の定理を用い

るものがあり，循環論法に陥りやすいとされていました．彼

女たちは，慎重な議論でそれを回避し，発表された当時，そ

の証明は大きな話題になりました．彼女たちが発表した論文

では，他に 4種類の証明と，別の証明を生み出すアイディア
も紹介されています．

証明には，三角比の定義の他に「2倍角公式」や「級数」
の知識も必要です．それらをまだ学習していない場合は，習

得後に再び証明に挑んでみてください．

【証明１７】ÇABCが直角二等辺三角形の場合を先に示す．

a = bのとき，示すべき式は a2+ a2 = 2a2 = c2であるが，

図 1のように，直角二等辺三角形ABCを 4つ並べると，1辺
の長さが cの正方形となることから，

c2 = 1
2
a2£ 4 = 2a2

を得る．

図 1

A

B C
a

C

a
c

A

B
Ca

a
c

c

図 2

D

E

A

B

C

¯

®
¯

®

¯

®

¯

®

¯

P1

P2

Q1

Q2

次に一般の場合を示す．® = ÎBAC，¯ = ÎABCとする．

® > ¯と仮定してよい．図 2のように，直線BCに関して点
Aと対称な点Dをとり，二等辺三角形BDAをつくる．さら
に，BAの延長上にÎBDE = 90Üとなるように点Eをとり，
直角三角形BDEをつくる．
Aを通りBCと平行な直線とDEの交点を P1，P1を通りAD
と平行な直線とBEの交点をQ1，Q1を通りBCと平行な直線
とDEの交点を P2，P2を通りADと平行な直線とBEの交点
をQ2，ÝÝと以下同様にP3，Q3，Ýをとる（Q0は点Aを表
すものとする）．

このとき，

ÇABCÍÇP1DAÍÇQ1AP1 ÍÇP2P1Q1

ÍÇQ2Q1P2 ÍÇP3P2Q2 ÍÝÝ

であるので，正の整数 nに対し，

QnQn+1 =
c
a QnPn+1 =

c
a ¢
b
a PnQn

=
c
a ¢
b
a ¢
b
c Qn¡1Qn =

b2

a2
Qn¡1Qn

=Ý = $ b2
a2

<nQ0Q1 = $ b2
a2

<n ¢ ca ¢ baAD
= $ b2
a2

<n ¢ ca ¢ ba ¢ 2b = 2c ¢ $ b2a2 <n+1
が成り立つ．よって，

BE = BA+AQ1+Q1Q2+Q2Q3+ÝÝ

= c+2c ¢ b
2

a2
+2c ¢ $ b2

a2
<2+2c ¢ $ b2

a2
<3+ÝÝ

= c(1+ 2b2
a2
¢
1

1¡
b2

a2

@ = c$1+ 2b2

a2¡ b2
<

=
c(a2+ b2)
a2¡ b2

を得る．一方，

BE =
BD

cosÎDBE
=

c
cos2¯ =

c
cos 2¯¡ sin 2¯

=
c

a2

c2
¡
b2

c2

=
c3

a2¡ b2

であるので，
c(a2+ b2)
a2¡ b2

=
c3

a2¡ b2

すなわち，a2+ b2 = c2を得る．■

以上，三平方の定理の証明で，私が歴史的に重要だと思う

もの，面白いと思うものを中心に 17種類をご紹介しました．
他の証明が気になる方は，参考文献に挙げた書物を調べたり，

ネットで検索したりしてみてください．

大島学習塾　大島圭太
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